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Topologia da ordem

Introducio

A topologia foi originada como uma ramificagdo da geometria, mas foi no fim do século XX, que ela se
expandiu para outras areas como algebra e andlise, podendo ser considerada uma das partes fundamentais da
matematica. De modo genérico, pode-se descrever a topologia como estudo da continuidade. Considerando a topologia
uma ramifica¢do da geometria, ¢ possivel declara-la como o estudo das propriedades de figuras geométricas que se
mantém constantes sob aplicagdes continuas cujas inversas também sdo continuas. Neste trabalho vamos dar ateng@o a
um subitem da topologia geral, a topologia da ordem, que é uma topologia definida utilizando-se das chamadas relagoes
de ordem. Este trabalho ira tratar de sua definigdo e algumas de suas propriedades.

Material e Métodos

Este trabalho ¢é resultado de uma iniciagdo cientifica em matematica, realizada dentro do Programa Institucional de
Iniciacdo Cientifica Voluntaria (PROINIC — ICV) da Universidade Estadual de Montes Claros (UNIMONTES), sob a
orientagdo de um professor dessa universidade e teve como objetivo preencher os requisitos necessarios para obtengao
do certificado de conclusdo de iniciagdo cientifica. O trabalho foi desenvolvido por meio de estudos individuais,
discussdes e apresentagdo de seminarios.

Resultados e Discussao

O que ¢ topologia?

Defini¢do 1: Uma topologia em um conjunto X (denotada por T) ¢ uma cole¢do de subconjuntos de X tal que essa
colegdo obedece as seguintes propriedades:

1) @ e Xestdoem T.
2) A unido dos elementos de qualquer subcolegdo de T esta em T.

3) A intersegdo dos elementos de qualquer subcolegio finita de T estd em T.

Sabendo disso, ¢ definido entdo um espago topoldgico como um par ordenado (X,t) que consiste em um conjunto X e
uma topologia T em X. Tal conjunto X para o qual uma topologia t ¢ especificada chama-se espaco topologico.

Exemplo 1: Se X é qualquer conjunto, a colegdo de todos os subconjuntos de X (conhecida como conjunto das partes)
¢ uma topologia em X; isso ¢ chamado de topologia discreta. A colegdo que consiste apenas em X e @ também € uma
topologia em X; normalmente chamada de Topologia trivial.

Defini¢do 2. Seja X um conjunto qualquer. Uma colegdo B de subconjuntos de X € uma base para uma topologia
sobre X se, e somente se, as duas condi¢des abaixo sdo satisfeitas:

i) Paracadax € X, existe pelo menos um conjunto B € Btalquex € B.
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ii) Se x pertence a intersecdo de dois conjuntos Bl, B2 € B entdo existe um conjunto B3 € B tal que

x €B3CB1nBz‘

O termo base se justifica, pois se  é base para uma topologia sobre X podemos construir a partir de 3 uma
topologia t B sobre X (chamada fopologia gerada por B), da seguinte forma:

TB={UCX;VxE U 3B € Bcomx e Bc U}

O que ¢ uma relagdo de ordem?

Defini¢do 3: Uma relagdo C em um conjunto A é chamada de relacdo de ordem (ou uma ordem simples ou uma
ordem linear) se obedece as seguintes propriedades (veja [1], p. 24):

1) (Comparabilidade) Para cada x ¢ y em A com x # y, temos que xCy ou yCx.
2) (Nao refletividade) Para nenhum x em A mantém a relagdo xCx.
3) (Transitividade) Se xCy e yCz, entdo xCz.

Um conjunto A com uma relagdo de ordem simples ¢ chamado de simplesmente ordenado.

Exemplo 2: A relagdo “<” no conjunto dos niimeros reais ¢ uma relagdo de ordem simples.
Topologia da Ordem

Se X ¢ um conjunto simplesmente ordenado, existe uma topologia natural para X, definida usando a rela¢do de ordem
definida acima, tal topologia ¢ chamada de topologia da ordem, e a definiremos a seguir.

Suponha que X é um conjunto com uma relagdo de ordem simples <. Dados dois elementos a ¢ b € X de modo que a
<b, existem quatro subconjuntos de X que sdo chamados de intervalos determinados por a e b. Eles sdo os seguintes:

(a,b) = {x |a<x <b},
(a,b] = {x | a<x <b},
[a,b) = {x|a<x <b},
[a,b] = {x|a<x <Db}.

Um conjunto do primeiro tipo ¢ chamado de intervalo aberto em X, um conjunto do ultimo tipo ¢ chamado de
intervalo fechado em X e os conjuntos do segundo e terceiro tipos sdo chamados de intervalos semiabertos. O uso do
termo “aberto” aqui, sugere que os intervalos abertos em X devem se tornar conjuntos abertos quando colocamos uma
topologia em X.

Defini¢do 4: Seja X um conjunto com uma relagdo de ordem simples; suponha que X tenha mais de um elemento.
Seja B a colegdo de todos os conjuntos dos seguintes tipos:

1) Todos os intervalos abertos (a, b) em X.
2) Todos os intervalos da forma [a,, b), onde a, € o menor elemento (se houver) de X.
3) Todos os intervalos da forma (a, b,], em que b, ¢ 0 maior elemento (se houver) de X.
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A colecdo € uma base para uma topologia em X, chamada de topologia da ordem. Caso X ndo tenha o menor
elemento, ndo havera conjuntos do tipo (2) e se X ndo tiver o maior elemento, nao havera conjuntos do tipo (3).

Agora apresentaremos a equivaléncia entre ponto interior num espago métrico ¢ num espago com a topologia da
ordem.

Definic,a”o 5. Uma me'trica ¢’ uma func,a™o d: M X M — R com as seguintes propriedades: Dados x,y,z € M,

1. dx,y) >0;
2.dx,y)=0 & x=y,
3.dxy) =dyx);

4. d(x,z) <d(x,y) +d(yz).

Um conjunto M munido de uma métrica d é chamado espago métrico e ¢ denotado por (M,d).

Defini¢do 6: Seja A um subconjunto de um espago métrico M, p é ponto interior de A quando existe um r > 0 (raio
positivo) tal que, a bola de centro p e raio r, B(p;r) € A.

Defini¢do 7: Sejam X um conjunto simplesmente ordenado e S um subconjunto de X. Um ponto x € S € dito interior
a direita em S relativamente a X se x ¢ o maior elemento de X ou se existe b € X tal que b > x ¢ ]x, b[  S.
Similarmente, dizemos que x € S ¢ interior a esquerda em S relativamente a X se x ¢ o menor elemento de X ou se
existe a € X talquea<xe Ja,x[ C S.

Lema 1: Sejam X um conjunto simplesmente ordenado, S um subconjunto de X e x € S. Entdo x ¢ um ponto interior
de S com respeito a topologia da ordem de X se e somente se x ¢ a0 mesmo tempo um ponto interior a direita e um
ponto interior a esquerda de S relativamente a X.

Demonstragdo: Basta observar que x ¢ um ponto interior de S com respeito a topologia da ordem de X se e somente
se x pertence a um aberto basico da topologia da ordem de X contido em S. A demonstragdo do lema ¢é obtida a partir
dessa observagdo por uma analise de casos.

Em seguida apresentaremos exemplos de espacos topoldgicos com a topologia da ordem e finalizaremos o trabalho
observando que a topologia usual da reta nada mais é que a topologia da ordem originada da ordem usual da reta.

Exemplo 3: Os nimeros inteiros positivos formam um conjunto ordenado com um menor elemento. A topologia da
ordem em Z. ¢ a topologia discreta, pois todo conjunto formado por apenas um ponto é aberto: se n> 1, o conjunto {n}
=(n-1,n+ 1) que é um elemento basico; e se n = 1, o conjunto ponto {1} =[1, 2) também ¢ um elemento basico.

Exemplo 4: A topologia usual em R ¢ apenas a topologia da ordem derivada da ordem usual em R.

Consideracgoes finais

Entender a matematica ¢ algo nada simples, pois seus elementos sdo em sua grande maioria muito abstratos.
Entretanto, quando se aprende a visualizar a matematica, tornando o pensamento abstrato algo como que palpavel isso
gera em nos o prazer de fazer matematica. Durante a iniciagdo cientifica e também durante a escrita desse trabalho,
pude sentir em meu interior o prazer gerado pelo saber matematico, um prazer experimentado por poucos. Saber que
uma simples definigdo de topologia como uma cole¢do de subconjuntos, com algumas condi¢des, possui
desdobramentos que influenciam diversas areas da Matematica ¢ fascinante.
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Nesse trabalho pudemos observar como uma relagdo de ordem simples sobre um conjunto origina topologias naturais
e pudemos interpretar tais topologias como topologias ja conhecidas e geradas, a principio, sem se falar de relagdo de
ordem, como no caso dos exemplos 3 ¢ 4 acima.

Fazer essa iniciagdo ndo foi facil, mas com a mistura da imaginacao e das defini¢des, “voamos” alto a cada aula,
desde as definicdes mais simples como a de que uma topologia, até as definigdes de base de uma topologia. Posso
resumir todo esse trabalho como uma grande aventura, que me sinto muito grato por ter participado dela.
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